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L’ktude algkbrique des problkmes de cheminement dans les graphes nous a amen6 B dkfinir 
des ClCments p-rkguliers dans les dioides. Nous Ctudions ici certaines propri&Cs de ces ClCments 
p-rkguliers. En particulier ces ClCments permettront la r&solution d’iquations IinCaires et non 
lingaires. 
1. Introduction 
L’ktude alg&brique des problemes de cheminement dans les graphes nous a 
amen6 (cf. [ 1,2]) 5 definir des &ments dits p-rkguliers. 
L’introduction de ces 616ments est indispensable pour l’ktude des p-meilleurs 
chemins et des chemins q-optimaux (plus court chemin, plus fiable chemin, 
chemin de plus grande capacite, etc. . .). 
Au Paragraphe 2 nous prksentons certaines propri&s des Wments p-rkguliers 
et de leur quasi-inverse qui permettent ainsi la r6solution de certaines equations 
likaires. 
Puis au Paragraphe 3 nous montrerons comment ces 616ments p-reguliers 
permettent la rkolution de certaines kquationr; non linkaires. 
2. Quasi-inverse 
Considkrons le dioide (S, +, l ), c’est-k-dire un ensemble S oh 
(i) S muni de +est un moncide commutatif d’klkment neutre E, 
(ii) S muni de l est un moncide d’klkment neutre e, 
(iii) l est distributif g droite et ti gauche par rapport %+et admet E comme 
&ment absorbant. 
Pour ad, soit atk’=e+a+***+ak. 
Un 6lkment est dit p4guZier si: 
(2.1) 
On a alors trivialement a(p+r) = atp) Vr 3 0. 
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Pour chaque Wmcnt p-rkgulier, on dkduit done l’existence de a *, quasi-inverse 
de a, d#mi par: 
a*= lim a(k) = a(P) = a(P+l) = . . . W) 
k-w-too 
qui v&ifie les Cqualtions: 
Q% aa*+e=a*a+e. 
CbnsidCrons la relation 2 dkfinie 
aabe3c&:a=b+c. 
par: 
(2.3) 
(2.4.) 
c’wt ividemment une relation 
suppxeri, dans la 
que: 
de prior&e (rkftexivitk et transitivitk). On 
suilre que c’est une relation &or&e (antisymktrie), c’est-&-dire 
a=b+c 
b=a+d I 
efl a=k (2.5) 
CorwidCrons alors l’bquation: 
y=ay+b. (2.6) 
Prwn 1. Si a est p-rkgulier, a*b est ia solution minimum de (2.6). 
Dhonstration. a*b est trivialement solution de (2.6). Pour toute solution y de 
(2,6), on a: 
c’est-&-dire pour k 2 p + 1 
y=ak y+a”b, (2.7) 
d’oit 
.yaa*b. 0 
De la m8me facon, si a est p-regudier ba” est la solution minimum de 
y = ya + b. Ainsi a* est la solution minimum des deux equations y = ay -+ e et 
y=ya+e. 
On dira qu’un Mment est r&dier s’il existe un entier p pour lequel il est 
p-rkgulier (le cas des &ments m-rt5guliers, era etudie dans [3]). 
Lee hkments &guliers correspondent au dhfoppement formel de (e-a)-’ si 
cel&ci g.jt fini (convergence discrkte). 
Cette correspondance formelle permet alors d’obltenir les expressions suivantes 
Les elements p-reguliers dans les dioiiles 35 
lorsque les ‘Mments correspondants sont kguliers (cf. [S, p. 1651): 
(ab)* = e +a(ba)*b (pour (e - a6)-’ = e + a(e - ba)-lb), (2.8) 
(a -t 6)” = a*(ba*)* = (a*b)*a” 
(pour (e -(a + b))-’ =[e-(e-a)-lb]-‘(e-a)-‘), (2.9) 
(ba”c)* = e + b(a + cb)*c 
(pour (e - b(e -a)%)-’ = e + b[e -(a + cb)]-‘c). (2.10) 
On en dkduit : 
Proposition 2,. 
(i) Si ba est dgulier, ab est rigulier et son quasi-inverse vbr$e (2.8). 
(ii) Si a* existe et si ba* est n?guZier, a + b est rigulier et son quasi-inverse vhifie 
(2.9). ’ 
(iii) Si a* existe et si a+ b est rigulier, ba* (vesp. a*b) est Ggulier et sm 
quasi -inverse vkrifie 
@a*)* =e+b(a+b)* (resp. (a*b)* = e + (a + 6)*b). (2.11) 
Proposition 3. Si a et b sont r6guliers et si l est commutative, a + b et a*b sont 
Gguliers. 
Dbmonstration. D’aprh la Proposition 2 il suffit de montrer que a*!~ est rkgulier. 
Supposons a p-rbgulier et b q-rigulier. 
Pour montrer que a*b est q + 1-r6gulier il suffit de montrer que (a*b)q+2 est 
absorb6 par (a%) (q+l) Pour cela, il suffira de montrer que quel que soit k, akbq+2 . 
est absorb6 par (a%)“+‘). 
Or dans (~l*b)(~+‘) = e +(a*b) + l l l +(a*b)q+l, on peut extraire akb + akb2+ 
. . .+akbq+‘= akb(e+b+* l 0-k 
regulier . Cl 
La commutativitk! de l est 
0 -rkgulier (a * =e) ou si b=e. 
bq) qui absorbe bien akbq+2 puisque 6 est q- 
essentielle pour la Proposition 3 sauf si a est 
Considkrons ce dernier cas. 
Proposition 4. Si e est r&gulier, on a : 
e*= e*+e*=e*e* 
et pour tout a re’gulier, a* est kgulier et 
(a*)* = e*a* = a*e*, 
Ddhnonstration. Si e est q-r&Ger 
e*= e+e+o**+-e=qe, 
(2.12) 
(2.13) 
et les kquations (2.12) sont kvidentes. 
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On remarque que e* commute avec tous les elements pour I’operation* 
Considerons aCors (a *Vk ‘. C’est un polynbme de la variable a: 
k< 
(u*yk’ = f a,u’. 
1 =o 
Mont rons que ces coefficients af sont pour 1~4, plus grands que q des que 
$ k(k - 1) 2 q. Pour cela. considerons 
Pour s S q, on a pl., Z= E Alors, comme I G q, on a LYE = IF= 1 & ; on en deduit 
k 
a/ b c r=:k(k--l)~q. 
Cettc inegalite cntraine done pour I sq, ar,u’ = e*u’. On en deduit CP,,, a[cx’ = 
4%“. 
Pour I>q, Its a’ de (a*fk’ sont absorb& par ~f=ocu,u* =e*u*. On a domrc 
(&W-_ c*u* d?s que i k(k- l)aq, d’ab (2.13). 0 
3. Quafhxine cafree 
Pour a E S, soit 
1 2d 
cu, =- L E N + (nombres de Catalan). n + 1 W)* . 
(3.1) 
(3.2) 
Alors si a est p+?gulier, on a: 
T 
Y#p = up+I=up+L.. . 
puisque les elements en up+l sont absorb6 par LB”~‘. 
Pour chaque element p-rkgulier, on dkduit alors 1”existence de ki, quasi-racine 
carree de a, difini par: 
La quasi-racine carrke correspond au dkveloppement formel de: 
e-de-4a 
(3.4) 
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Considerons alors le polynome: 
f(y) = ay” +e. 
On a done: f*(y) = f(f(y)) = a(ay” + e)n + e. 
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(3.5) 
Lemme 1. Pour tout m 2 1, f”(y) s’krit: 
f”(y)=f”(~)+~“y”g~(y)~ (3.6) 
air les g,(y) son? des polyn6mes de y et de u tel que g,(e) 2 e. 
Diimonstration. Demontrons (3.6) par recurrence. L’hypothese esi vraie pour 
m = l(fm(e) = e, gI(y) = e). Supposons la done vrai pour nz. On a alors : 
f”+‘(Y)=f”rf(Y)1=f”(4+~“[f(Y)]“gFnCf(y)‘~ 
fm+‘(y)=fm(~)+um(e+uy”)“gm(e+uyn). 
Comme g, est un polynome, g,(e+uy”)=gm(e)+uynhm(y) oh h,(y) est un 
polynome de y et de a. De mGrs,e, (e+uy”)“=e+uy”l,(y) ou l,,(y) est un 
polynome de y et de a. 
On remarque de plus que I,,(e) 2 e. On en tire done: 
f”+‘(y)= f”(e)+u”g,(e)+u “+‘yn[h,(y~+I,(Y~g~(~b+l,(y~~yn~~(Y)l* 
Ce qui donne (3.6) en posant: 
fm+‘(&)=fm(&)+Umgm(e), (3.7) 
gm+l(y)=hm(Y)+I,(Y)gm(e)+I,(Y)UY”h,(Y)* 
Puisque I,(e)ae et g,,,(e)ae, on a I,(e)g,,,(e)ae et on de&it que g,+,(e)ae; 
ce qui montre que f”(e) est un polynbrrre en a de degre au mains kz - I. 
Considerons alors l’equation: 
v=;ay"+e_ 
Y (3.8) 
Proposithn 5. Si a est p-rt?gulier fP”(E) est la solution minimum de (3.8). 
Dkmonstration. D’apres le lemme 1, P+‘(E) est un polynome en a dont tow les 
premiers coefficients de 0 5 p sont > e. On en deduit que les elements suivants 
sont absorb& par les p + 1 premiers puisque a est p-regulier. ” 
On a done: 
fp+‘(&)= f &UP. 
k=O 
g,(e) &ant un polynbme 
alors: 
fp’*(c) = fPfl(&). 
en a, et a etant p-regulier, l’equation (3.7) entraine 
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Ce qui montre que j ‘P”(E) est solution de (3.8). Or, d’aprb (3.6), toute solution 
y’de 43.8) s’bcrit: 
y = j”(e)+u”y”g&y), 
ce qui montre que F+‘(E) est la solution minimum de (3.8). 
Considhons maintenant le cas n * 2, c’est-&-dire l’kquatiox 
y=rxy*+e. (39) 
csrdlsire 1. Si a est g-r6gulier, a’ est la solution minimum de (3.9). 
D&non&ration. Elle se fera par rhrrence en montrant que jm(tz) s’kcrit a”-’ + 
a”&(a) oh g&a) est un polynbme en a. 
Cela est vrai pour m = 1, avec g,(a) = E. Supposons le done pour m. On a alors: 
Considhons aiors la somme des m premiers termes de (a”-‘)*; elle est kgale h 
Or, les nombres de Catalan [6] vbrifiant I’CgalitC 
ak%-k = %l, 
!a somme des m premiers termes de (a =)* est done &gale h mf’ ar+&. On en 
r=O 
a l a - ah-h yUQ. 
akakwl +amg,,,_tl(a) 
k=l 
oti G+ ,(a) est un polynbme en a. Finalement, OIJ aura done: 
m 
f”+‘(d=e+ c akak+am+‘gm+l(~)=Qrii~am+“gm+l(a) 
k=l 
ce qui de montre la rkcurrence. 
Le con$Ilaire s’en deduit immidiatement en remarquant que si a est p-rkgulier, 
la rkurrf- .ice entraine ators: 
f “(E,! = a”. 
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Corollaire 2. Si ac est p-re’gulier, et si l est commutative, ca7E est solution de 
y=ay2+c. (3.10) 
Diimonstration. Puisque E= a~@)~+ e, CE = a(&)‘+ c et cGC est solution de 
(3.10). cl 
Corollaire 4. Si b et ac sont re’guliers et l commutative, b*cb*2ac existe et est 
solution de : 
y=ay*+by+c (3.11) 
D6monstration. b et ac 6tant rgguliers, b*uc est r6gulier d’aprbs la Proposition 3. 
b et b*ac &ant rbguliers, on a encore b**uc rkgulier, done b*cb**ac existe. 
Pour y. = b*cb**ac, formons f( yo) = ay$ + by, + c: 
f(yo)= a(b*c)2(b*2 a~)~+ b b*c b*’ ac+c 
= c&** acib** aQ”+e + bb*b*2 ac] 
= c[b*2 at-t bb*b** ac] = c(e + bb*) b** ac 
= cb* b*2 ac = y,. Cl 
Remarquons que si e est regulier, e’ = e*et si e* = e, a = a*. 
Les rksultats prkchdents se ghhalisent aisement h l’kquation: 
y = P(yL (3.12) 
oh P(y) est un polynbme en y grace B l’introduction d’vc quasi-racine nhe, 
solution minimale de (3.8). 
Conjecture. On doit pouvoir montrer que cz et b*c b*2uc sont des solutions 
minimums. 
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